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Bevezetés: halmazok

e Halmaz, halmaz eleme (jele: €, tagadasa: ¢): alapfogalmak.

e Halmaz megadaésa: felsorolassal, pl. {1,2, 3},
vagy egy ismert H halmaz elemeire vonatkozd, a halmaz elemeit
definidlé T tulajdonsag segitségével: {x € H | T(x)}, pl.

{xeN|1<x<5}

@ Ures halmaz: az a halmaz, amelynek nincs eleme. Jele: ().
@ Részhalmaz jelolése: C.

o Két halmaz egyenld, ha elemeik megegyeznek.
Ezzel ekvivalens médon, ha egymas részhalmazai:

A=B <+ ACB é BCA
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Halmazok szdmossdga és hatvdanyhalmaza

Definicié

Egy halmaz hatvanyhalmaza a halmaz Osszes lehetséges részhalmazainak a
halmaza. Jele az adott A halmaz esetén: P(A) vagy 2.

Pl.. A={0,1,2,3} esetén:

P(A) ={0,{0}, {1}, {2}, {3},{0,1},{0,2},{0,3},{1,2},{1,3},{2,3},
{07 17 2}7 {07 ]" 3}7 {0? 27 3}’ {17 27 3}7 A}
Definicié
Ha egy halmaznak véges sok eleme van, akkor elemeinek szamdt a halmaz

szamossaganak nevezziik.
Jele adott A halmaz esetén: #A.

Tétel
Ha A egy n elemi halmaz, akkor A hatvdanyhalmaza 2" elemii, azaz

#(P(A)) = 2#A. |
Y




Halmazmiiveletek

Egyvéltozdés miivelet:
o Komplementerképzés: A

Tobbvaltozds miiveletek:
e Halmazok egyesitése: U, metszete: N, kiilonbsége: \.
@ Szimmetrikus differencia, jele: A.

AAB = (AUB)\ (ANB) = (A\ B)U(B\ A)

pl.. A={0,1,2,3,4}, B={2,4,6,8,10} esetén AAB =7
@ Descartes-szorzat, jele: x.

AxB={(a,b)|ac A be B}
pl.. A=1{0,1,2}, B={1,2} esetén A x B =7
Tétel — de Morgan-azonossdgok
Legyenek A és B tetszbleges halmazok. Ekkor
(AUB)=ANB é (ANB)=AUB.
S6t, az azonossagok tetszélegesen sok halmazra is érvényesek.
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Jelolések

Szdmhalmazok:

N ={1,2,3,...}: természetes szdmok halmaza (definicié késdbb)

Z=A...,-2,-1,0,1,2,...}: egész szamok halmaza

Q: racionalis szamok halmaza

R: valés szamok halmaza

C: komplex szdmok halmaza (definicié késébb)
Kvantorok:
e J: létezik, van olyan (egzisztencidlis kvantor)
e V: minden, barmely (univerzalis kvantor)
Pl: 3neN:2n=6,de fneN:2n =7
VmeN:meZ de ¥XmeZ: meN
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Bevezetés: fuggvények

Fliggvény: egyértelmii hozzarendelés x — f(x)

Ha az f figgvény a D halmazbdl (értelmezési tartomany) az R halmazba
(képtér) képez, akkor a fiiggvény felfoghatd (x, f(x)) rendezett parokként,
ahol x € D és f(x) € R.

f:D— R, x— f(x)

Azaz a fliggvény a D x R Descartes-szorzat egy részhalmazaként is
interpretalhatd, ahol ha

fix—=y1 és f:x— yo,

akkor sziikségképpen y1 = y» az egyértelm(i hozzarendelés miatt.
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Példak fuggvényekre

o x ER, x> f(x) := x?

e x € RT, x — f(x) := {egy olyan szdm, aminek a négyzete x}
Nem fliggvény!

e n€N, n— f(n) := {egy olyan pératlan szam, ami osztéja n-nek}
Nem fuggvény!

e n€ N, n— f(n) := {n legnagyobb pozitiv osztdja}

Fliggvény!
Jelolés
:= jelentése: értékadas, "legyen egyenld” J
Jelolés
Nyilak jelentése: —, —, =, & J
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Elemi fuggvények

@ konstans: f(x) =c¢

o elséfokd (linedris): f(x) = mx+ b

e masodfoki: f(x) =ax>+bx+c (a#0)

gyoktényezés alak: f(x) = a- (x — =btvbi—dac V2{’92_4“> : (x — =b—ybi—dac V2{’92_4a°)
polinomfiiggvény

exponencidlis fuggvény: f(x) =a* (a>0,a#1)

logaritmus fv.: f(x) =log,x (a>0,a#1)

trigonometrikus fliggvények

abszolutérték-fliggvény

el6jelfiggvény
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Fuggvények tulajdonsagai

Legyen adott egy
f:D— R, x— f(x)

fuggvény.
Definicié
Az f fuggvény injektiv, ha f(a) = f(b) azt vonja maga utédn, hogy a = b. J

Azaz ebben az esetben f az értelmezési tartomany minden eleméhez
kiilonbozé értéket rendel hozza.

Definicié

Az f fiiggvény szirjektiv, ha az R halmaz barmely y eleméhez létezik
olyan x € D elem, hogy f(x) = y.

Azaz f akkor sziirjektiv, ha az R képtér minden eleme képpé vilik.
Definicié
Az f fliggvény bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv is.

v
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A teljes indukcids bizonyitas

N={1,2,3,...}: a természetes szdmok halmaza
A halmaz struktirdja olyan, hogy ha egy tételt (pl. egy képletet) a
természetes szamokra szeretnénk igazolni, akkor alkalmazhatjuk a teljes

indukcids bizonyitasi elvet:

(1) lgazoljuk az allitast n = 1-re.
(2a) Feltessziik, hogy az &llitas igaz egy tetszbleges k természetes szamra,

(2b) majd bebizonyitjuk az 3llitast k + 1-re.

(2a): indukcids feltevés n = k-ra
Példak a teljes indukcids bizonyitasra:
O Az elsO n természetes szam Osszege w Erre alkalmazhaté. v/

Q x+ % > 2, VYx > 0. Erre nem alkalmazhatd!
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Példak a teljes indukcids bizonyitdsra — folytatds

© Igazoljuk, hogy
1434+5+---+(2n—1)=n VneN.
@ Bizonyitsuk be, hogy

124224324+ 402 = n(n—|—1)6(2n—|—1)’ neN.

Jelolések
n n
Z szumma — 0sszegzés, H produktum — szorzds
i=1 i=1
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A természetes szamok halmaza

Axiomatikus bevezetése a Peano-axiémakkal torténik.

Definicié — Peano-axiomak

(P1) Az 1 természetes szam. (Ez egy kitlintetett elem.)

(P2) Barmely n természetes szdimhoz egyértelmiien megadhaté egy ,, 1-gyel
nagyobb” természetes szam, amit az n rakovetkezdjének neveziink.

(P3) Az 1 egyetlen természetes szdmnak sem a rakovetkezdje.

(P4) Ha két természetes szdm rikovetkezdje megegyezik, akkor ez a két
szam is megegyezik.

(P5) A teljes indukcié elve: ha A egy olyan halmaz, amely

tartalmazza az 1 kittintetett elemet és
minden elemével egylitt annak a rdkovetkez6jét is tartalmazza,

akkor A az osszes természetes szamot tartalmazza.

A (P1)—(P5) feltételek egyértelmilen meghataroznak egy halmazt, amit a
természetes szamok halmazanak neveziink. Jele: N.
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Megjegyzések a Peano-axiémakhoz

(P2) Barmely n természetes szamhoz egyértelmiien megadhaté egy ,, 1-gyel
nagyobb” természetes szdm, amit az n rakovetkezojének neveziink.
~» n+1, 5(n) (S: rakovetkezd fiiggvény, successor function)

(P4) Ha két természetes szam rakovetkezbje megegyezik, akkor ez a két
szam is megegyezik.
Masképpen: a rakovetkezo fuggvény injektiv.
(P5) A teljes indukcié elve: ha A egy olyan halmaz, amely
@ tartalmazza az 1 kitiintetett elemet és
@ minden elemével egyiitt annak a rakovetkezojét is tartalmazza,

akkor A az oOsszes természetes szamot tartalmazza.
Masképpen: A induktiv halmaz. = N a legsziikebb induktiv halmaz.
Egyéb példa induktiv halmazra: pozitiv szdmok halmaza (R™).
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A Peano-axidmak matematikai formalizmussal

Definicié — Peano-axiémék
Legyen N egy halmaz, amely eleget tesz az alabbi feltételeknek:
(P1) 1eN
(P2) YVneN:35(n) eN, S(n)=:n+1
vagy: 1S : N — N dn. rakovetkez6 fliggvény
(P3) neN:S(n) =1
(P4) n,meN:S(n)=S(m)=n=m
(P5)
1eA
neA=S(n)ecA

Ekkor N egyértelmiien meghatarozott, és ezt a halmazt a természetes
szamok halmazanak nevezziik.

}:>NCA
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Teljes indukcids bizonyitas

A definicié alapjan N elemei:

1, S(1), S(S(1)), S(S(S(1))),...,S(S(...(5(1))...)),...

12
S(S(1)) = S(1) +1=:3

A teljes indukcié elve azt fejezi ki, hogy az Osszes természetes szam
felirhat6 az 1 kitlintetett elem és az S rakovetkezd fiiggvény segitségével.
fgy ha egy tételt (pl. egy képletet) a természetes szdmokra szeretnénk
igazolni, akkor alkalmazhatjuk a teljes indukcids bizonyitési elvet:

(1) lgazoljuk az &llitast n = 1-re.

(2a) Feltessziik, hogy az &llitas igaz egy tetszbleges k természetes szamra,
(2b) majd bebizonyitjuk az 3llitast k + 1-re.

(2a): indukcids feltevés n = k-ra
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Az egész szamok halmaza

Az egész szamok halmazat — felhaszndlva a mar definidlt természetes
szamokat — szintén axiomatikusan vezetjiik be. Ehhez sziikséges a
kovetkezo:
Definicié
Legyen A egy nemiires halmaz és R C A x A.
R ekvivalenciarelacid, ha

o reflexiv: Vae A: (a,a) € R,

e szimmetrikus: a,b€ A: (a,b) € R = (b,a) € R,

e tranzitiv: a,b,c € A: (a,b) € Rés (b,c) € R = (a,c) € R.

Példak:
o A = {egy rogzitett sikban az dsszes hdromszog}

hi, hy € A esetén (h1, h2) € R &L hy és hy hasonls hdromszogek
= a hasonlésag ekvivalenciarelacié
e A=N
R ={(m,n) € N x N | n— m oszthaté 3-mal}
= az oszthatdsag ekvivalenciarelacié
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Ekvivalenciarelacié — osztalyozas

o A=N
R ={(m,n) € Nx N | n— m oszthaté 3-mal}
= az oszthatdsag ekvivalenciarelacié

Az 5 mely szdmokkal all reldcidban? Amelyek 3-mal osztva 2-t adnak
maradékul.
Eszrevétel: minden szam reliciéban 3ll 1-gyel, 2-vel, vagy 3-mal.

= 3 osztalyt kapunk.

Altaldnosan: minden ekvivalenciarelacié osztalyozast indukal, az
ekvivalenciaosztalyokat az egymassal relaciéban allé elemek alkotjdk.

Mivel
@ minden elem beletartozik valamelyik ekvivalenciaosztalyba, tovabba
@ barmely két elem osztdlya vagy diszjunkt, vagy egybeesik,

az ekvivalenciaosztalyok A egy lefedését alkotjak.
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Az egész szamok halmaza
Jele: Z
Tekintsiik az (a, b) alaki rendezett parokat, ahol a,b € N. ~» A:=Nx N.
A-n definidlunk egy , egyenlséget”, amelyet a = szimbdlummal jeloliink.
Mikor egyenl6 két rendezett par?

(a,b)=(c,d) <= a+d=b+c
Ekkor = ekvivalenciarelacié. (lgazolhaté: reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv.)
Ezért = osztdlyozast indukdl a rendezett parok N x N halmazan.

Az ekvivalenciaosztilyok: Z elemei. )

@ Pozitiv egészek: (a, b), ahol a > b ~~ a természetes szamok
Pl.: az 5 osztélya: (6,1), (7,2), (8,3), ..., (105,100), ...
o Negativ egészek: (a, b), ahol a < b
Pl.: a -3 osztdlya: (1,4), (2,5), ..., (52,55), ...
Jelolés: (a, b) = —(b, a)
o A nullelem: (a, b), ahol a=b
Egy osztély, a 0 osztdlya: (1,1), (2,2), ..., (71,71), ...
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Kiegészités

@ A teljes definicibhoz — mind N, mind pedig Z esetén — értelmezniink
kell a miiveleteket (Osszeadds és szorzas), valamint a rendezést
(<, ill. < reldcidk).

o Ezek definidlasatdl és tulajdonsdgaik bizonyitdsatdl eltekintiink.
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Oszthatdsag

Legyen a,b € Z.

Definicio

Azt mondjuk, hogy a osztdja b-nek, vagy b oszthaté a-val, ha létezik
cE€Z,hogy b=a-c.

Jelolés: a|b

Tétel — az oszthatdsag tulajdonsagai
Q Va#0,acZ: al0, 1]a, ala
@ Ha a|b és c € Z, akkor a|bc. (a|lb A c € Z = a|bc)
© Ha a|b; és a|by, akkor a|(by + by).
@ Ha a|b és b|c, akkor a|c.
@ Ha a|b és b|a, akkor a = +b.

@é @ = Haalb,i=1,2,...,nésc1,c,...,cy € Z, akkor
a\(blcl + bocp+ -+ ann).
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Oszthatdsagi szabalyok
AcN =

A=2a,-10"+a,_1-10"1 4+ ...+ 25 - 10> + a1 - 10 + ao,

a; €{0,1,...,9}, a, #0.

@ 2-vel valé oszthatésag:
A=(an-10" 42, 1-10" 24 - +a-10+a1) - 10+ a9

2|10, ezért ha 2|ag, akkor 2|A

o 5-tel valé oszthatdsag: A =mint az elobb
5|10, ezért ha 5|ag, akkor 5|A

@ 4-gyel valé oszthatésag: 410, de 4/100

A=(a,-10"2 +a,_1-10"3 4+ .-+ a5) - 100 + a1 - 10 + ag

4|100, ezért ha 4|(a1 - 10 4 ap), akkor 4|A
@ 25-tel valé oszthatdsag: hasonldan

Aradi Bernadett Diszkrét matematika 2019 6sz 22 /96



Oszthatdsagi szabalyok
@ 8-cal val6 oszthatésag: 8/100, de 8/1000 =
8|A < 8|(100a; + 10a; + ao)

100ay + 10a; + ag éppen A-nak az 1000-rel vett osztdsi maradéka.
@ 3-mal és 9-cel valé oszthatésag: 10K —1=99...9
= 3J(10K — 1), 9|(10% — 1)
A=a,-10"+a,1-10" 4.+ ay-10% + a1 - 10 + a9 =
= a,(10" — 1) 4+ a,_1(10" 1 — 1) +--- 4+ a1(10 — 1)+
+ap+ap1+---+a1tao

o 11-gyel valé oszthatésag: 10 +1 =11, 102 — 1 = 99,
103 + 1= 1001, 10* — 1 = 9999, ...

11](10X + 1), ha k paratlan
11](10X — 1), ha k péros
A=ag+ar(10' +1) —a; + a2(10° = 1)+ ap 4 --- =
:(31(101+1)+82(102*1)+...)+(30*31+32*a3+...)
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Definicié
Azt mondjuk, hogy d € N az a € Z és b € 7Z szdmok legnagyobb kozos
osztdja, ha

e d|aés d|b,
o birmely d € N melyre d|a és d|b, teljesiil d|d is.
Jele: d = (a, b).
Tovadbbd d € N az aj, a0, ..., a, € Z szamok legnagyobb kozos osztdja,

o dlaj,ie{l,...,n}, B
@ barmely d € N melyre d|a; (i € {1,...,n}), teljesiil d|d is.

ha

Definicio
Az a és b egész szamok relativ primek, ha (a, b) = 1.

Definicié
Azt mondjuk, hogy k € N az a1, ap,...,a, € Z szamok legkisebb kozos
tobbszorose, ha
e ajlk,ie{l,...,n},
o barmely k € N melyre a;|k (i € {1,...,n}), teljesiil k|k is.
Jele: k =a1,a2,...,an]

v
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A maradékos osztds tétele, Euklideszi algoritmus
Tétel — a maradékos osztas tétele

Tetszbleges a, b € Z, b # 0 esetén egyértelmiien |éteznek olyan q,r € Z

imok, h
Szamok, hogy a=b-g+r, 0<r<]|b.

Euklideszi algoritmus
a,beZ, b+#0, elézé tétel = q,r € Z, jeloljik ezeket qo, ro-lal:
a=b-qo+ro
Ismételjiik meg az eljdrast b-vel és ny-lal = g1, € Z,
majd ro-lal és ri-gyel (= g2, € Z):
b=ro-q1+n
nh=r-q+rnr.
Mindig a keletkez6 maradékokkal folytatva az algoritmust, az véges sok
[épésben véget ér, hiszen

|b| > |ro| > || > || >+ > |ri| >--->0.

v

Aradi Bernadett Diszkrét matematika 2019 6sz 25 / 96




Tétel

Az a és b # 0 szamokkal végzett euklideszi algoritmus utolsé nem 0
maradéka az a és b legnagyobb kozos osztdja. Tovabbd, ha d := (a, b),

akkor az
ax+ by =d (1)

egyenlet megoldhatd az egész szdmok halmazan (azaz létezik olyan
x,y € Z, hogy (1) teljesil).

Példa: (1227,216) =7, (—1227,—-216) =7

Definicio

Az ax + by = c alaki egyenleteket (ahol a, b, c € Z ismertek, x,y € Z
ismeretlenek) linedris diofantikus egyenleteknek nevezziik.

Tétel

Az ax + by = c lineéris diofantikus egyenlet pontosan akkor oldhaté meg,
ha (a, b)|c.

Példa: Oldjuk meg a 147x + 69y = 3 diofantikus egyenletet!
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Primszamok
Minden n > 1, n € N szdmnak van két pozitiv osztdja: az 1 és az n, ezeket

trividlis osztoknak nevezziik. A tobbi pozitiv oszté n nem trividlis osztdja.
Definicio

Azokat az 1-nél nagyobb természetes szdmokat, amelyeknek csak trividlis
osztéik vannak, primszamoknak nevezziik. Azokat, amelyeknek van nem
trividlis osztdjuk is, Osszetett szamoknak hivjuk. Az 1 az egységelem.

Tétel

Egy p > 1 egész szdm pontosan akkor primszam, ha a, b € Z esetén p|ab
teljesiilése p|a vagy p|b fenndlldsit vonja maga utdn.

Példa: 15|60

Tétel — a szamelmélet alaptétele

Minden 1-nél nagyobb természetes szam felbonthaté véges sok primszam
szorzatdra, és a felbontds a tényezok sorrendjétdl eltekintve egyértelmii.
A tételbdl adddo egyértelmii szorzatot a természetes szamok kanonikus
vagy primtényezs alakjanak nevezziik, formédja: n = pi*p3?...p2, ahol
P1, P2, ..., Pr paronként killonbozé primek, ag, ap,...,a, € N. |
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Oszték szama
Tétel
a1 oo

Egy n = ... p% kanonikus alaku természetes szam pozitiv
gy P1 P> Pr
osztdinak a szama

d(n) = (a1 + 1)(a2 +1)... (ar +1).

Példa: 1.455.300 = 22-33.52.72.11 és 185.130=2-32.5.112.17
Tétel J

A primszamok szama végtelen.

Biz.: Indirekt médon tegyiik fel, hogy véges sok primszam van, legyenek
ezek p1,po,...,pk. Tekintsika b=py-py----- pk + 1 szamot. Ekkor
b # 1 és b Osszetett szam, azaz valamely i € {1,2,..., k} indexre p;|b.
Azonban p;| [] p;j is, igy pi|l, ami ellentmondas.

Megjegyzés
Az a és b egészek relativ primek, ha kanonikus alakjukban nincsenek kozos
primtényezok.
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Kongruencidk

Legyen a,b€ Z, m € N.

Definicié

Azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel modulo m, ha m|(a — b).
Jele: a = b (mod m), m: a kongruencia modulusa

Példa: m = 4 esetén 3 =11 (mod 4)

Azok az a, b € Z szamok kongruensek modulo m, amelyek az m-mel valé
osztaskor ugyanazt a maradékot adjak.

Tétel

A mod m kongruencia ekvivalenciarelacid: reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv.

v

~» a mod m kongruencia osztdlyozast indukal, egy osztilyban az
egymassal kongruens szamok vannak.
Definicié
A mod m kongruencia altal indukalt osztdlyokat maradékosztadlyoknak
nevezziik. A maradékosztalyok reprezentansai: 0,1,...,m — 1. Azaz mod
m a kapott maradékosztdlyok szdama m.
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A kongruencia tulajdonsagai

Allitss — a kongruencia tulajdonsagai

Legyen m e N (m > 2) és a, b, c,d € Z.
© Ha a=bés c =d (mod m), akkor

atc=btd(modm) é a-c=b-d(mod m).
@ Haa-c=b-c(mod m)és (c,m)=1, akkor a = b.
Példa: 15 = 63 (mod 8) és 10 = 18 (mod 8)

Definicio

Az a1, az,...,am szdm m-est teljes reprezentdns rendszernek nevezziik, ha
mindegyik maradékosztalybdl pontosan 1 fordul el kozottiik, azaz

aj # aj (mod m), ha i # j.
Példa: m =5 esetén: 5, 6, 12, 28, 9
Allitas
Ha a = b (mod m), akkor (a, m) = (b, m).
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Redukalt maradékosztalyok

Definicié

Egy maradékosztdlyt a redukalt maradékrendszer elemének, vagy redukalt
maradékosztdlynak neveziink, ha elemei relativ primek a modulushoz.
Jele: a mod m redukdlt maradékosztalyok szamat ¢(m)-mel jeloljik.

Tehat
p(m)=4#{ae{l,...,m}|(a,m) =1}
A o fliggvény neve: Euler-féle o-fliggvény.

A definiciébdl adddik, hogy ¢(1) = 1.
A maradékosztalyok szama , kis" pozitiv egészekre:

’ m ‘ teljes ‘ redukdlt ‘ o(m ‘
m=2 0,1 1 o(2) =1
m=3] 012 1,2 0(3) =2
m=4| 0123 13 o(4) =2
m=5| 01,234 1234 | p(5)=4
m=6| 012345 1,5 o(6) = 2
m=7]0123456 | 123456 | ¢(7)=6
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Az Euler-féle p-fuggvény
Allitas

Ha p prim, akkor ¢(p) = p — 1.
Tétel

Az Euler-féle p-fliggvény értéke (azaz a redukalt maradékosztdlyok szama)

kiszdmolhaté a r 1
SO(m)Zm‘H(l—f)
i=1 pi

képlettel, ha m primtényezés alakja m = p{*p5?...p2r.

Példa: m = 24, p(24) =?
Tétel — Euler—Fermat-tétel

Ha (a,m) = 1, akkor a#(™ =1 (mod m).

Kovetkezmény — kis Fermat-tétel

Ha p prim és pfa, akkor a?~! =1 (mod p).

Példa: 15-tel valé osztaskor mennyi a 22°1° maradéka?
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Kongruencia egyenletek
Tétel

Az ax = b (mod m) (linedris) kongruencia egyenlet pontosan akkor
oldhaté meg az egész szamok korében, ha (a, m)|b.

Biz.: visszavezetjlik a feladatot egy linedris diofantikus egyenletre:
ax = b (mod m) < mi(ax — b) &

& dyeZ: my=ax—b & ax—my=»b
Megjegyzés: ha az egyenletnek ¢ € Z egy megolddsa, akkor ¢ + km is az. )
Példa: 13x =5 (mod 29)
Allitas
Tekintsiik az ax 4+ by = c linedris diofantikus egyenletet. Ha (xo, yo) egy
ismert megolddsa az egyenletnek, akkor az altalanos megoldas

Xo — t b 4+t a teZ
0 (3, b)7 Yo (a7 b) ’
alaku. )
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Komplex szamok
Egyenletek megoldhatdsdganak kérdése kiilonbozé szdmhalmazokban:
@ N-ben: 5+ x = 3 = nem megoldhaté
@ Z-ben: 5-x =3 = nem megoldhatd
e Q-ban: x2 = 3 = nem megoldhaté
e R-ben: x?> = —3 = nem megoldhaté
~ , bévitsiik ki" R-et v/—1-gyell

Jelolés, definicid

Az | := /—1 szimbdlum a képzetes egység.

Definicio
Az a+ bi alakd szdmokat, ahol a, b € R és 2 = —1, komplex szamoknak
nevezziik. Ezt a szdmhalmazt C-vel jeloljik.

Legyen z = a+ bi € C. Ez a z komplex szam algebrai alakja.
a = R(z): z valés része
b= (z): z képzetes része
2019 6sz 34 /96



Alapmiveletek komplex szamokkal, abrazolasuk
Alapmiiveletek C-ben
Ha z = a+ bi és w = ¢ + di komplex szdmok, akkor
z+w:=(a+c)+ (b+d)i,
z-w = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Komplex szamok abrazoldsa: a Gauss-féle komplex szamsikon.
A z = a+ bi komplex szdmot egyértelmiien meghatdrozza a és b, de
mdsik két érték is:
@ z abszoldtértéke: r := |z| := Va2 + b?
@ z irdnyszOge (vagy argumentuma): ¢. Ezt lgy valasztjuk meg, hogy
a=r-cosy,
b=r-sinp.
Ezek segitségével z felirhatd
z=r-(cosg+i-sinyp)
alakban is, mely felirds egyértelmii, ha r > 0 és ¢ € [0, 27[. Ezt nevezziik
a z komplex szam trigonometrikus alakjanak.
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Példak:
@ Mi annak a komplex szamnak az algebrai alakja, melynek abszolit-
értéke 3, iranyszoge pedig 77
Q@ Mia z=1/3— i komplex szdm trigonometrikus alakja?
Definicio
Egy z = a + bi komplex szdam konjugdltjdan a Z = a — bi komplex szdmot
értjuk.

Ekkor
o z-z=(a+bi)(a— bi)=a>+ b* = |z[?,
o R(z) = #2,

° J(z) = &5~
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Miveletek a trigonometrikus alakkal

Legyen

z1=r-(cospi+i-singp1) és zo=r-(cospr+i-sinpy).

e Szorzds: z1 -z = rir - (cos(p1 + p2) + i - sin(ip1 + ¢2))

® Osztds: 2 =1- (cos(ip1 — @2) + i - sin(p1 — ¢2))

@ Hatvanyozds: ha z=r-(cosyp +i-sing) és n € Z, akkor
z" =" (cos(np) + i - sin(ny)) (Moivre-képlet).

Példa: z =3 — i, 200 =2
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Gyokvonds C-ben

vz =1
Mivel az x" = z egyenletnek (ahol x ismeretlen) megoldédsai z n-edik
gyokei, ezért n darab ilyen szdm van. ~» wp, wy, ..., Wp_1

Ha w = g (cost + i -sint) a z-nek n. gydke, akkor

o"=r = o=+r (egyértelmii pozitiv valés szdm),
e = mh=p+2kn.

Tétel — Komplex szam n. gyokei

Ha z=r-(cosp+isiny) és n € N, akkor az x" = z egyenletnek pontosan
n darab megolddsa van, ezek z n. gyokei, és az alabbi képletbdl adédnak:

2k 2k
Wk:%.(cosu+i.sinu), k:O,]_,...,n_l-
n n

Példa: z=+3—i, Jz="
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Egységgyokok

Definicié

Az 1 (komplex) szdm n-edik gyokeit (azaz az x" = 1 egyenlet gyokeit)
n-edik egységgyokoknek nevezziik.

Mivel
z=1=1+4+0-/=cos0+/-sin0,
és egy komplex szdm n-edik gyokei az
2k 2k
Jr- (cosw—l—i-sinW), k=0,1,...,n—1
n n

képletbol adédnak, ezért az n-edik egységgyokok:

2k 2k
sk:cosTﬂ-l—i-sinTﬂ, k=0,1,...,n—1.

Megjegyzés: Vn € N esetén g = 1.

Példak: Mik az n-edik egységgyokok n =2, n =3, ill. n = 4 esetén?
Abrazoljuk ezeket a komplex szamsikon!
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Legyen w; a z # 0 komplex szdm egyik n-edik gyoke, ¢, pedig — mint
kordbban — jeldlje az n-edik egységgyokoket (k =0,1,...,n—1). Ekkor

(Wj-ex)"=wj-ep =z-1=2z.

Allftds
Egy komplex szam n-edik gyokeit megkaphatjuk lgy, hogy valamely n-edik
gyokét megszorozzuk az osszes n-edik egységgyokkel.

v

Masodfoku egyenletek

ax> + bx+c=0,a+#0, a,b,c € R. Lehetséges esetek:
@ b% —4ac > 0 = 2 valés gyok
Q@ b?> —4ac =0 = 1 (vagy 2 egybeesd) valés gyok
@ b%> —4ac < 0 = 2 komplex gyok:

—b+ /b2 —4ac  —b+ti-v4ac— b2
23 - 2a

X12 =

Példa: x2+x+1=0
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Polinomok
Definicid

Legyen x egy un. hatdrozatlan (egy szimbélum). A

n
p(x) = Z aix' = ag + a1x + ax® + -+ + apx"
i=0
alakd véges osszeget, ahol a; € R, polinomnak nevezziik.
@ A valds egyiitthatds polinomok halmazat R[x]-szel jeldljiik.
e Ha a, # 0, akkor n a polinom fokszama. Jele: deg(p) = n.

o Egy n-edfokd polinom esetén a,-et p(x) féegyltthatéjanak, az aj-ket
egyutthatdknak hivjuk.

@ Ha p(x) = ap, akkor nulladfokd polinomrdl, vagy konstansrdl
beszéliink.

Példak:

p1(x) =3+ 2x + x* +3x> — 6tédfokd polinom

p2(x) =2+ x> +3x* +0-x> — negyedfokii polinom
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Miiveletek polinomokkal
Definicié
Legyenek

p(x) =ao+aix+---+ax" é q(x)=bo+ bix+ -+ bnx".

@ A két polinom egyenlé, han=més aj=b;, i =0,1,...,n.
o A két polinom osszege, ha példaul n > m:
(p+ q)(x) :=p(x) + q(x) = (a0 + bo) + (a1 + b1)x + -+ -+
+ (am + bp)x™ 4 amprx™ 1 £ 4 apx”.

@ A két polinom szorzata:
(p-q)(x) :=p(x) - q(x) = (a0 - bo) + (aob1 + a1bo)x+
+ (aoba + a1by + azbg)x® + - - - + apbyx™ .

Tehat:
deg(p + q) = max{deg(p), deg(q)}

deg(p - q) = deg(p) + deg(q)

v
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Maradékos osztds a polinomok korében

Tétel — polinomok maradékos osztdsa
Ha

p(x) = apx" + -+ a1x + ap,
(X) bmx -+ bix + b07

ahol a, # 0, by, # 0 és m < n, akkor egyértelmiien Iéteznek olyan g(x) és
r(x) polinomok, hogy

p(x) = s(x) - q(x) + r(x), deg(q) =n—m, deg(r)<m = deg(s).

Példa: p(x) = x* +3x? — 4, s(x) = x? + 2x

Definicié

Ha az el6z6 tételben p(x) = s(x) - q(x), azaz r(x) = 0, akkor az s(x)
polinom osztdja p(x)-nek, amit s(x)|p(x)-szel jelolink.

Példa: p(x) = x5 —3x* +4x+ 1, s(x) = x>+ x+ 1
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Polinomok gyokei

Definicié

Legyen p(x) egy valds (vagy komplex) egyiitthatds polinom, azaz
p(x) € R[x] (vagy p(x) € C[x]). A b € C szam p(x) gyoke vagy
zérushelye, ha p(b) = 0.

Megjegyzés: Ha b a p(x) gyoke, akkor (x — b)|p(x). |
Példak:
o Masodfokd polinomok gyoktényezds alakja:

ax®> 4 bx + ¢ = a(x — x1)(x — x2)
o p(x) = x3 + x? — 2x — 8, mivel p(2) = 0 ezért xo = 2 egy gyok
Definicié
A b komplex szam a p(x) polinom k-szoros gyoke, ha (x — b)¥|p(x), de
(x — b)k*1 f p(x). Ekkor azt is mondjuk, hogy a b gydk multiplicitdsa k.

Pl.: Hanyszoros gyoke xo = 1 az alabbi polinomnak?

p(x) = 2x° — 4x* 4+ 6x> — 14x° + 16x — 6
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Az algebra alaptétele és kovetkezményei
Tétel — az algebra alaptétele

Legyen p(x) € C[x] egy legalabb elséfoki (azaz nem konstans) polinom.
Ekkor 3xg € C : p(xg) = 0, azaz p(x)-nek van komplex gyoke.

Megj.: Legyen p(x) € C[x] n-edfoki polinom (n > 1) és xg € C egy gydke
ennek. Ekkor (x — xp)|p(x), és igy:
p(x) = (x — x0) - q(x), ahol deg(q) =n—1.
Viszont q(x)-re szintén igaz az algebra alaptétele, ezért létezik x; € C
gyoke, tehdt g(x) = (x — x1) - g1(x), gy
p(x) = (x = x0) - (x = x1) - qu(x);
Kovetkezmények

o Egy n-edfoki komplex egyiitthatés polinomnak pontosan n db
komplex gycke van (multiplicitdssal szdmolva).
o Egy n-edfoki valds egyiitthatds polinomnak pontosan n db komplex,
valamint legfeljebb n db valés gyoke van.
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A gyoktényezis alak altaldban (R felett)

p(x) = an(x — x1)* ... (x — xk ) - (x2 + bix + cl)fB1 ... (x2 + bix + C/)*B’}

itt (x — x;)®: els6fokd tényezék
és (x? + bjx + ¢;)"%: mésodfoki tényezdk,
nem bomlanak szorzatta R felett
itt vannak a komplex (nem valés) gyokok,
amik paronként konjugaltak
n=deg(p) =ar+ - +ak+2B1+- - +25
Ha n pératlan, akkor da; # 0, ekkor x; € R gyok.

Még egy kovetkezménye az algebra alaptételének

@ Ha p(x) valds egyiitthatds, paratlan fokszami polinom, akkor van
valés gyoke.

A komplex esetben (a gyoktényezds alak C felett):
p(x) = an(x = x1)* ... (x = x;)Y, ésittn=ar+ -+ qj.
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Horner algoritmus

@ A Horner algoritmus (vagy Horner elrendezés) alkalmas egy polinom
helyettesitési értékeinek kiszamoladsara.

o Legyen p(x) = apx™ + a,_1x "L+ -+ apx? + a1x + ag.

@ Vegylik észre, hogy ekkor

p(x) = (---((3nX+3n71)'X+3n72)'X+--'+al)-x+ao.
Példa

p(x) =26 —4x* +6x° —14x° +16x -6,  p(-2) =7, p(1) =7 J

@ Miiveletigény Horner elrendezés nélkil: n— 1+ n=2n— 1 db szorzas
és n db osszeadds

o Miiveletigény Horner elrendezéssel: n db szorzds, n db osszeadds

Tétel
Egy valds egyltthatds polinom Z-beli gyokei a konstans tag osztdi. J

A bizonyitads kulcsa: a gyoktényezOs alakbdl kovetkezik.
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Raciondlis tortfuggvények

Definicié

Legyenek p(x) és g(x) valds egyiitthatds polinomok, és tegyiik fel, hogy
nincs kozos gyokiik, azaz Axp € R : p(xo) = g(xo) = 0. Tegyiik fel, hogy

q(x) £0. Az R(x) = % kifejezést raciondlis tortfiiggvénynek nevezziik.

, ] Ox+14 _ 2x+14
Példa: X4 —6x3+10x2—6x+9 (X73)2(X2+1)

Tétel — a parcialis tortekre bontas tétele

Legyen R(x) = % raciondlis tortfliggvény, ahol g(x) az alabbi alak:

q(x) = bm - (x — x1)™ ... (x — xk)¥ ... (x> + bx + ¢)”.

Ekkor léteznek Aj;, Bjj, Cjj € R konstansok és s(x) polinom, hogy
I Bi

k & A,-~ B,"X = C,"
R(x) = s(x) + Z Z m + Z Z (x? —1f bix +Jc,-)f

i=1 j=1 =1l =1

Aradi Bernadett Diszkrét matematika 2019 6sz 48 / 96



Kombinatorika — Permutacié
Legyen n € N és tekintsiik az A = {1,2,..., n} halmazt.

Definicio
A egy permutacidjan A-nak egy onmagdra vett bijektiv leképezését értjiik,
azaz az 1,2, ..., n elemek valamilyen sorrendben valé felsoroldsat.

Jelolje P, az A halmaz osszes permutacidinak szamat.
o Ekkor P; = 1.
o Belatjuk, hogy P, =n- P,_1.
Az n elemil halmazbdl rogzitiink egy elemet. A maradék n — 1 elemet
P,_1-féleképpen rendezhetjik sorba, majd a rogzitett elemet n helyre
sorolhatjuk be. igy Py = n-P,_1, azaz P, = n-(n—=1)----. 2-1=nl

Tétel J

n kulonbozé elem lehetséges sorbarendezéseinek a szama P, = n!.

Példak: (1) Hényféleképpen érhet célba 10 futd egy futéversenyen?
(2) Hany 5-jegyii szam irhaté fel a 3,4,5,7,9 szamjegyekbdl, ha minden
szamjegy csak egyszer szerepelhet? Esa 22277 szamjegyekbdl?

2019 8sz 49 / 96



Ismétléses permutdcid

Hany 5-jegyli szadm irhaté fel a 2,2,2,7,7 szamjegyekbdl?

Megoldas: Ha megkiilonboztetnénk egymastdl a ketteseket és a heteseket,
akkor 5! lenne a sorrend, viszont a kettesek illetve a hetesek cserélgetésével
nem kapunk (j 5-jegyli szdmot. = Az ismétl6d6 elemek lehetséges
sorrendjeivel osztanunk kell az 5!-t, azaz a végeredmény:

5!

T

Tétel

Ha n elemiink van k kiilonbozé fajtabdl, az 1. fajtabdl 41, a 2.-bdl 5, stb.
(azaz 01 + 0o + - - - + £, = n), akkor az n elem lehetséges sorrendjeinek a

szama
n!

Pfl,...,fk _
n AR

Példa: Van 2 piros, 1 narancs és 3 sidrga muskatlink. Hanyféleképpen
rakhatjuk ki az ablakunkba ezeket a virdgokat?

Aradi Bernadett Diszkrét matematika 2019 6sz 50 / 96



Variacié

Definicié és tétel

Egy n elemii halmaz k-ad osztalyd ismétlés nélkiili variacidi alatt a halmaz
elemeibdl kivalasztott k hossziisagl sorozatokat értjiik. Ezek szama:

n!
Vnk

7 :(n_—'k)!:n-(n—l)...(n—k—i—l).

Itt sziikségképpen n > k.

Azaz a variacié: kivalasztas és sorbarendezés.

Példak:

(1) Hanyféleképpen alakulhatnak a dobogés helyezések egy 10 fés
futdéversenyen?

(2) Egy nyereménysorsolason 5 kiilonbozé dij van, a résztvevék szdma 200
f6. Hany lehetséges kimenetele van a sorsolasnak, ha mindenki csak
egyszer nyerhet?

Es ha az egyes nyertesek kihlizdsa utan ,visszadobjdk a gybztes nevét a
kalapba”? ~- visszatevéses kivalasztas
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Ismétléses variacid

Definicié és tétel

Egy n elemii halmaz k-ad osztalyu ismétléses variaciéi alatt a halmaz
elemeibd| visszatevéssel kivalasztott k hossziisagl sorozatokat értjiik.
Ezek szdma:

i _ Lk
mG—n.

Ismétléses variacié: kivalasztds és sorbarendezés, de mivel egy elemet
tobbszor is vélaszthatunk, ezért itt n < k is lehetséges.

Példak:

(1) Hényféleképpen tolthetiink ki egy totdszelvényt?

(2) Hany részhalmaza van egy n elemii halmaznak?

Megoldas: Minden elem esetén dontiink arrdl, hogy igen vagy nem, azaz
bekeriiljon-e az elem a részhalmazba, vagy nem.

Tehat 2 elembdl n-szer valasztunk visszatevéssel.

I/gy az osszes részhalmaz megkaphaté. Osszesen V2"7,, = 2" lehetOség.

A részhalmazok megfelelnek n hosszlisagl bindris sorozatoknak:

1001...110.
T e



Kombinacié

Definicié és tétel

Egy n elemii halmaz k elemii részhalmazait a halmaz k-ad osztalyu
ismétlés nélkuli kombinacidinak nevezziik. Szamuk:

Definicié szerint 0! = 1.
Itt szlikségképpen n > k.

Azaz a kombinacié: kivalasztas.

Példak:

(1) Hényféleképpen tolthetiink ki egy 6toslottd szelvényt?

(2) Egy nyereménysorsoldson 5 egyforma dij van, a résztvevék szdma 200
f6. Hany lehetséges kimenetele van a sorsolasnak, ha mindenki csak
egyszer nyerhet?

Es ha az egyes nyertesek kihtizdsa utdn , visszadobjak a gy8ztes nevét a
kalapba”? ~ visszatevéses kivalasztas
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Ismétléses kombindcid

Definicié és tétel

Ha egy n elem( halmaz elemeibdl tgy képeziink k elem(i halmazt, hogy
egy elemet tobbszor is vélaszthatunk (azaz visszatevéssel), akkor az n elem
k-ad osztalyld ismétléses kombindcidjardl beszéliink. Szamuk:

; n n+k—1
w=(D)=0")
Ismétléses kombindcidé: kivalasztds, de mivel egy elemet tobbszor is
vélaszthatunk, ezért itt n < k is lehetséges.
Példak:
(1) Hényféleképpen oszthatunk szét 10 (egyforma) almat 4 ember kozott?
(2) Feldobva 3 dobdkockat, hanyféleképpen alakulhat a dobott szamok
eloszldsa?
Allitas
Legyen k,n € NU {0}, n > k. Ekkor

(D - (nfk)'
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Binomialis tétel
Tétel — binomidlis tétel
Legyen x,y € C, n € N. Ekkor

Definicio

Az (7) kifejezést binomidlis egyiitthaténak nevezziik.

Allités
Minden n € N, 0 < k < n esetén

-G+

Kovetkezmények: Pascal-hdromszog; n elemi{i halmaz részhalmazai.
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Logikai szita

Pl.: Egy osztdlyban 32 gyerek van, a kovetkez6 idegen nyelveket tanuljak:
@ 16-an angolt, 13-an németet, 13-an franciat;
@ 5-en németet és francidt, 7-en németet és angolt, 6-an angolt és fr.-t;
@ 4-en mindharom nyelvet tanuljak.

Hanyan nem tanulnak idegen nyelvet?

Logikai szita formula

Legyen A egy véges halmaz, Aj, Az, ..., Ak ennek bizonyos részhalmazai.
Tegylik fel, hogy a halmazok és azok metszeteinek szamossagat ismerjiik
csak. Jeldlje S; az A halmaz azon elemeinek a szdmat, amelyek Ay, ..., A,
koziil legalabb j darabban bene vannak, j € {1,2,..., k}. Azaz példaul:

0 51 =#A1+#Ax+ -+ #Ak

0 S =H#(AMNA)+H#H(ANA)+- = D #ANA)

1<i<j<k
o ..., Sk:#(AlﬂAzﬂ”-ﬂAk)

Legyen tovabbd Sp = #(A\ (A1 U---UAk)) és S = #A. Ekkor
So=S—-S51+5 S+ -+ (-1)kS.
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Még egy példa a logikai szita formula haszndlatara

Feladat

Egy n hazasparbdl 4llé tarsasdg tancol. Hanyféleképpen allhatnak dgy
parba, hogy senki sem tancol a sajat hazastarsaval?

Megoldas: Osszesen n! lehet6ség.
A kérdés visszavezethets arra, hogy hany olyan permuticidja van az
{1,..., n} halmaznak, amikor semelyik szim nem &ll ,,a helyén".

o Legaldbb 1 férfi a feleségével tancol: (7)(n — 1)! lehetéség.

n

o Legaldbb 2 férfi a feleségével tancol: (5)(n — 2)! lehet8ség.
o ...

@ Minden férfi a feleségével tancol: (Z)O! =1 lehetOség.

Vilasz:
nl — ('17>(n 1)t <r27)(n TR (—1)”(2)0! - é(—nkz.
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Linearis algebra, vektorterek
Definicié
Egy V nemiires halmazt R feletti vektortérnek és V' elemeit vektoroknak
hivjuk, ha értelmezve van két mivelet:
o (vektor)osszeadds: V x V =V, (v,w) — v+ w,
@ skaldrral vald szorzds: R x V — V, (A, v) — v,
amelyek az alabbi tulajdonsdgokkal rendelkeznek:
Vektorosszeadas:
(a) kommutativ, azaz Vv,w € V: v+w =w + v;
(b) asszociativ, azaz Vu,v,w € V: (u+v)+w = u+ (v + w);
(c) létezik nullvektor, azaz egy 0 € V vektor, amelyre v+0 = v (Vv € V),
(d) Vv € V esetén létezik tn. ellentett vektor, azaz egy —v-vel jeldlt
vektor, hogy v + (—v) = 0.
Skaldrral valé szorzas:
(a) VA, peR, ve V: (A+pu)v=Av+ pv;
(b) VAER, viw € V: ANv+w) = Av+ Aw;
(c) VA, ueR, veV:Xuv)=(Ap)v;
(d) Vve V: 1lv=v.

v
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Példak vektorterekre, altér

@ R2: a sik vektorai. ((x,y) alaki elemek, x,y € R.)
Q@ A legfeljebb n-edfoki valds egylitthatds polinomok halmaza:
P,[x] € R[x], n € N. Elemei:

1

p(x) = anx" 4+ ap_1x"" " +---+ap; a; €R.

Nullvektor: p = 0.
© Valés szamsorozatok tere, korlatos valds szamsorozatok tere.
Q R”, elemei: (x1,x2,...,%5), Xi € R.
Definicié
A V vektortér egy nemiires W részhalmazat V alterének nevezziik, ha W
maga is vektortér, azaz zart a vektorosszeadasra és a skalarral valé
szorzasra.

© {0} és V mindig altér. Ezeket trividlis altereknek nevezziik.

@ R2-ben az (x,0) alaki vektorok alteret alkotnak (x € R).

© Ha R%-ben v tetsz. rogzitett vektor, W = {\v € V | A € R} altér.
Q P3[x]-ben P>[x] altér.
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Linedris kombinacié

Definicio

Egy V vektortér vi, vo, ..., v, vektorainak lineadris kombinacidi a
A1+ Aovo + -+ Apvp; AL, Ao, ., A ER,

alakd (V-beli) vektorok.

Megj.: A nullvektor mindig el6dll dn. trividlis linedris kombinacidként.
Példak:
O V = Pyx], pi(x) = 1+ x2, pa(x) = 3 — 4x, p3(x) =2+ x + 2x2.
Hogy néz ki egy linedris kombindciéja a megadott vektoroknak?
@ Egy rogzitett v # 0 vektor linedris kombindcidi: Av alakd vektorok.
Q@ V=R v=(21), w=(0,3).
A sik mely pontjai kaphaték meg v és w linedris kombinacidjaként?
Tétel és definicié
Legyenek vi, va,. .., v, vektorok V-ben. Ekkor a {vi,vs,...,v,} vektor-
rendszer osszes linedris kombinacidi alteret alkotnak V-ben, amelyet a
vektorrendszer altal generdlt altérnek, a vi, va, ..., v, vektorok linearis
lezartjanak, vagy a vektorok dltal kifeszitett altérnek neveziink.
Jele: L(v1,...,vp). )
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Linearis fuggdség, fuggetlenség

Vektorrendszer: V' vektorainak egy halmaza. (Itt: véges halmaz.)

Definicié

A V vektortér egy {vi, va,..., vy} vektorrendszerét linearisan fiiggének

nevezziik, ha léteznek olyan A1, Ao, ..., A, € R nem mind 0 skalarok, hogy
A1vi + Aave + -+ Apv, = 0.

(Azaz a nullvektor nemtrividlisan kikombinalhaté a vektorbdl.) Ellenkezé
esetben a vektorrendszer linedrisan fliggetlen.

Megjegyzés: A linedrisan fuggetlen esetben tehat
Avi+Xovo+ -+ Av, =0

azt vonja maga utan, hogy A\; =0, Vi € {1,...,n}.

Példa: V =R2?, v =(2,1), w=(0,3), v és w fiiggetlenek-e?

Tétel

Egy V vektortérnek egy legalabb kételemii vektorrendszere pontosan akkor

linedrisan fliggd, ha a vektorrendszer valamely tagja eldall a tobbi tag

linearis kombinacidjaként. |
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vektorrsz. linedrisan fliggdé < valamely vektor a tobbi linedris kombinacidja

Kovetkezmények

© Ha egy vektorrendszerben két vektor egyenld, akkor a vektrorrendszer
linearisan fliggo.

@ Ha egy vektorrendszerben egy vektor egy masiknak skaldrszorosa,
akkor a vektrorrendszer linedrisan fliggé.

© Ha a nullvektor benne van egy vektorrendszerben, akkor az fliggd,
tehat linedrisan fiiggetlen vektorrendszer nem tartalmazhatja a
nullvektort.

@ Ha egy vektorrendszer valamely részrendszere linearisan fliggd, akkor
maga a vektorrendszer is az. Linedrisan fuggetlen vektorrendszer
barmely részrendszere is linearisan fliggetlen.

Definicié

Egy V vektortér végtelen sok vektorbdl allé vektorrendszerét linedrisan
fuggetlennek nevezziik, ha barmelyik véges vektorrendszere linedrisan
fuggetlen.
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Generatorrendszer, bazis
Definicié
Legyen G a V vektortér egy vektorrendszere. G-t a V generator-

rendszerének nevezziik, ha a G altal generalt altér a teljes vektortér. Ekkor
tehat V minden vektora el8all G-beli vektorok linedris kombinacidjaként.

Példa: V=R2? v = (f) w = (g) Ekkor {v, w} generatorrendszer.
Legyen u = (é) Ekkor {u, v, w} is generdtorrendszer, viszont linedrisan
fliggd, hiszen 6u — 3v + w = 0. = Egy vektor tobbféleképpen is
kikombinalhaté az u, v, w vektorokbdl, pl.

; w=2ut
=V w = 2ZU —W.
4 3

Definicié
A V vektortér egy linearisan fliggetlen generatorrendszerét a V' egy
bazisanak nevezziik.
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Bazis, dimenzid
Bazis: linearisan fliggetlen generdtorrendszer.

@ Ha a B vektorrendszer bazis, akkor V' minden eleme pontosan
egyféleképpen kombinalhaté ki linedrisan B elemeibdl.
@ V-nek tobb (végtelen sok) bazisa van.

Tétel és definicié
A V vektortér barmely két bazisa azonos szamossagi. Ha ez a szdmossag

véges, akkor ezt a kozos szamossagot a vektortér dimenzidjadnak nevezziik.
Jele: dim(V). Megjegyzés: ha V = {0}, akkor dim(V) = 0.

Példak:

@ P.[x] egy bazisa: {1,x,x2,...,x"}. Tehat dim(P,[x]) = n + 1.

Q@ R”: valés szém n-esek tere. (Osszeadds, skalarszorzas
koordindtanként.) Egy bazisa: {e1, e,..., e}, ennek neve
természetes (vagy kanonikus) bazis. = dim(R") = n.

© R2?: az el6zd példa specislis esete (n = 2). Természetes bazis:

{e1, e}, ahol ¢ = ((1)) e = ((1)) Masik bazis: {v,w} = {(i), (g)}
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Bazisra vonatkozd koordinatak
Tétel

Ha egy n-dimenzids V vektortérben adott egy n elemii linedrisan fuggetlen
vektorrendszer, akkor az bazis.

Definicié

Legyen V vektortér, B = {b1,..., b,} egy bazisa V-nek. Ekkor a fentiek

szerint Vv € V egyértelmilen kombinalhatd linedrisan B vektoraibdl, azaz

egyértelmiien léteznek A1, Ao, ..., A, skalarok, hogy
V=Mbi+- -+ Xbp,.

Ezeket a skaldrokat a v vektor B bazisra vonatkozd koordinatdinak
nevezziik. Ekkor v alakja a B bazisban:

A1
A2

An
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Vektorrendszer rangja

Definicié

Legyen A a vektortér egy vektorrendszere. Az A vektorrendszer rangja az
altala generdlt altér dimenzidja:

rang(.A) = dim(L(.A)).
Példa: V = R3, legyen A = {u, v, w}, ahol

1 1 3
u=| 11, v=|3], w=/|[5
1 0 2

Mivel w = 2u + v, ezért w benne van a masik 2 vektor altal generdlt
altérben. Viszont u és v linedrisan fiiggetlen, ezért rang(A) = 2.
Megjegyzés: Legyen V' n-dimenziés vektortér, A = {vq,...,vyu} C V.
Ekkor rang(.A) < n és rang(A) < m.

Tétel
Egy vektorrendszer rangja nem valtozik, ha barmely eleméhez hozzdadjuk
a tobbi elem tetszdleges linedris kombindcidjdt.

v
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Matrixok

Definicié

Egy m sorral és n oszloppal rendelkez6 szamtdblazatot m x n-es matrixnak
neveziink.

alil ap ... din
ani djoo ... aon .

A= : : : A elemei: ajj A= (aj)
dml adm2 ... dmn

Az 6sszes m X n-es matrix halmazat M, ,-nel jeloljiik.

Definicio
@ Ha n = m, akkor a matrix négyzetes vagy kvadratikus.
o Egy matrix fé4tldja alatt az (a1, a22, a33, ... ) szdm k-ast értjiik
(k = min{m, n}).
o Két matrix egyenld, ha azonos tipustak (azaz ugyanannyi soruk és

oszlopuk van), és a megfelelé elemeik megegyeznek.
@ Azon n x n-es matrixot, melynek féatléjaban csupa 1-es all, minden

mds eleme 0, n-edrend(i vagy n-dimenzids egységmdtrixnak nevezziik.
Jele: E, vagy I,. )
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Matrixmuveletek

1. Matrixok osszeaddsa

Csak azonos tipusti matrixokat tudunk osszeadni.

Legyenek A = (ajj), B = (bj), C = (cjj) m x n-es matrixok.
Ekkor C = A+ B, hacj=ajj+bj; i=1,....,m j=1,...,n

2. Matrixok skalarral vald szorzasa

Elemenként végezziik, azaz ha A € R, A = (aj;) € M, akkor
)\A = ()\au) G Mm)(n-

Specidlisan: ha A és B sor-, vagy oszlopvektorok, akkor a fenti 2 miivelet
éppen a vektorok szokadsos Osszeaddsa és skaldrral valé szorzasa.

3. Matrixszorzas

Legyen A = (ajj) m x k, B = (bjj) k x n tipusi matrix. Ekkor A és B
szorzata az a C = (¢;;) m X n tipusd matrix, amelyre

k
Cij = E a,-,b,j.
r=1

v
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Tétel — a matrixszorzas tulajdonsagai

e Ha A m x n tipusu, akkor E,,- A= Aés A-E, = A.

o Legyenek A, B matrixok és tegyiik fel, hogy létezik AB. Ha A € R
tetsz6leges, akkor A(AB) = (AMA)B = A(AB).

@ Ha A, B, C olyan matrixok, hogy AB és BC létezik, akkor
(AB)C = A(BC). Azaz a matrixszorzas asszociativ.

@ Ha A és B azonos tipusti matrixok és létezik AC, akkor BC is létezik
és (A+ B)C = AC + BC. Azaz teljesiil a disztributivitas.

@ A matrixszorzas nem kommutativ, azaz altaldban AB # BA.

Definicié
Legyen A egy m x n-es matrix. Azt az A'-vel jeldlt n x m-es matrixot,
amelynek sorai az A oszlopai A transzponaltjanak nevezziik.

Allitds — a transzpondlds tulajdonsagai

o (AT)T = A (azaz a transzponilds involutiv miivelet)

o A transzpondlds és a mitrixszorzds kapcsolata: (AB)T = BT - AT.
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Definicié
Legyen A egy n-edrendii kvadratikus matrix.
@ A szimmetrikus, ha AT = A,

o A ferdeszimmetrikus, ha AT = —A.
Példak:
2 -3 4 0 2 1
A= -3 -1 7 B = -2 0 -5
4 70 -15 0

Allitas — szimmetrikus és ferdeszimmetrikus matrixok tulajdonsagai
o Ferdeszimmetrikus matrix féatléjdban 0-k allnak.
@ Szimmetrikus matrixok Osszege szimmetrikus.
@ Ferdeszimmetrikus matrixok Osszege ferdeszimmetrikus.

@ Szimmetrikus mdtrixok szorzata nem feltétlendl szimmetrikus.
De ha A és B szimmetrikus és felcserélhetéek (azaz AB = BA), akkor
AB is szimmetrikus.

v
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Matrixok inverze

Definicié

Azt mondjuk az A n-edrend(i négyzetes matrixrdl, hogy invertalhaté, vagy
létezik az inverze, ha |étezik olyan B n-edrendli kvadratikus matrix, hogy

AB = BA=E,.

Tétel

Ha A invertalhatd, akkor az inverze egyértelmii. Jele: A=,

Példa:
(4 3 1_( -5 3
=(72) (7 4)

Allités — a matrixinvertalas tulajdonsagai
@ Ha A invertalhatd, akkor A~1is az és (A~1)~1 = A.
@ Ha A és B invertalhato és létezik AB, akkor ez is invertalhaté és
(AB)™l = B71A°L
o Ha A invertalhaté, akkor AT is az és (A~1)T = (AT)~1. )
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Determinansok

Definicié
Legyen n € N és jeldlje o az {1,2,...,n} halmaz egy permutéciéjat, azaz
legyen

o:{1,2,...,n} = {1,2,...,n}, i— o(i)

bijektiv fliggvény. (Itt o(i) jeldli a permutdcidban az i. helyen allé elemet.)
Azt mondjuk, hogy a o permutaciéndl az i és j elem inverziéban 4ll, ha

i <jéso(i)>o(j). Egy o permutdcié paros, ha benne az inverzidban
allé parok szama paros, és paratlan, ha ez a szam paratlan.

Példa: Jy = {1,2,3,4},

o1 =(1,3,4,2) Inverziék szdma: 2
o2 =(1,2,3,4) Inverzidk szdma: 0
o3 =(4,3,2,1) Inverzidk szdma: 6
oy =(2,3,4,1) Inverzidk szdma: 3
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Determindnsok
Definicié
Legyen A = (ajj) egy n x n-es kvadratikus matrix. Az A n? elemébdl
vélasszunk ki tigy n elemet, hogy minden sorbdl és oszlopbdl pontosan
egyet vélasztunk. A kivalasztott elemek alakja:
d10(1)s 925(2)s - * - » na(n)-

Az A matrix determindnsa:

det(A) = |A| = 25(0)310(1)320(2) -+ - dng(n)-

o

. , 17 h 7z ,
Ez az dsszeg n! tagi. Itt: e(o) = { a o paros

—1, ha o paratlan.

Példa:
QO n=2: det(A) = |A‘ = a11d22 — a124a21.
Q@ n=3:det(A)=....
Tétel — a determindnsok szorzastétele
Ha A és B azonos rend(i négyzetes matrixok, akkor
det(AB) = det(A) - det(B).
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A determindns szemléletes jelentése

@ masodrendii (2x2-es) determinans: a determindns sorai, mint
vektorok altal kifeszitett parallelogramma el6jeles teriilete

Al =

a b
c d ‘—ad—bc

(c,d)

T=|ad-bc|

(a,b)

@ harmadrendii (3x3-as) determinéns: a determindns sorai, mint
vektorok altal kifeszitett paralelepipedon el6jeles térfogata
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Allités — a determindns tulajdonsagai

det(A) = det(AT)

Ha A valamely sora csupa 0 elembdl all, akkor det(A) = 0.

Ha A két sorat felcseréljiik, a determinans —1-szeresére valtozik.

Ha A két sora egyenld, akkor det(A) = 0.

Ha A valamely sordt megszorozzuk egy A valés szammal, akkor az igy

kapott matrix determindnsa A - det(A).

@ Ha A minden sordat megszorozzuk egy A szammal és A n-edrendd,
akkor a kapott matrix determindnsa A" - det(A).

@ Ha A két sora egymds skaldrszorosa, akkor det(A) = 0.

@ Egy matrix determinansa nem valtozik, ha valamely sorahoz
hozzdadjuk egy mdsik sor A-szorosat.

@ Ha A valamely sora el6édllithaté a tobbi sor lindris kombinaciéjaként,
akkor det(A) = 0.

@ A fentiek igazak sorok helyett oszlopokra is.

Kovetkezmény

Ha det(A) # 0, akkor A sorai (vagy oszlopai) linedrisan fiiggetlen vektorok.
Ekkor ha A n x n-es: sorai R"” egy bazisat alkotjak.
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A determindans kapcsolata az invertdlassal

Definicié

Azt mondjuk, hogy az A négyzetes matrix szinguldris, ha determinansa 0.
Ellenkezd esetben (azaz ha det(A) # 0) A regularis.

Tétel
Egy négyzetes matrix pontosan akkor invertdlhatd, ha reguldris.

v

Megjegyzés: Legyen A egy regularis matrix. Mivel A- A~1 = E, ahol E az
A-val azonos méretli egységmatrix, ezért a determindnsok szorzastétele
alapjan

det(A) - det(A™!) = det(E) = 1.
(Itt az, hogy det(E) = 1, akdr a definiciébdl, akar a determindns kiszami-
tasi mdédjai alapjan konnyen adddik.) A fenti egyenletbél kdvetkezik, hogy
A és A~! determindnsa egymas reciproka:

det(A)™! = det(A™1).
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A determinans kiszdmitasi médjai
@ Sarrus-szabdly: 2 x 2-es és 3 x 3-as matrixok determinansara
@ Gauss-eliminacié: bizonyos — a fenti tulajdonsagokat hasznalé —
atalakitasok révén a matrixot felsé haromszog alakira hozzuk (fé6atlé
alatt csupa 0), ekkor a determindns éppen a fé4tldbeli elemek
szorzata. Ezek az 4talakitdsok:
» sorcsere, ekkor a determindns elgjelet valt;
> )\ € R kiemelése egy sorbdl;
> egy sor \-szorosdnak hozzdaddsa egy masik sorhoz.
O Kifejtési tétel: Legyen A egy n-edrendii matrix.
» Kivélasztjuk A egy tetszOleges sorat (vagy oszlopdt),
» ennek minden elemét megszorozzuk az elemhez tartozé algebrai
aldeterminanssal,
» majd a kapott szorzatokat osszeadjuk.

Definicié
Az aj; elemhez tartozé algebrai aldetermindns (—1) 7/ Aj;, ahol A; annak

az (n — 1)-edrend(i determindnsnak az értéke, amelyet A-bdl az i. sor és
J. oszlop kihtzasaval kapunk.
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Linedris egyenletrendszerek

Definicié
Az ai1x1 + axo + -+ + aipXn = by
ax1x1 + axpxo + -+ + aopxpy = by
amiX1 + amexo + - -+ + ampXp = bm
alaki egyenletrendszert, ahol az aj; (i € {1,...,m}, j€{1,...,n}) és a
by (k € {1,..., m}) valés szdmok ismertek, x1, ..., x, ismeretlenek,

linedris egyenletrendszernek nevezziik.
@ ajj: az egyenletrendszer egyltthatdi
@ by: szabad tagok, vagy konstansok

@ az egyenletrendszer alapmatrixa, ill. kibOvitett matrixa:
dil1 ... din a1 ... din b1
ani ... d2p / ani ... dan b2
A= ] ] és Alb=
aml ... dmn aml amn bm
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Linearis egyenletrendszerek megoldhatésaga
A linedris egyenletrendszer matrixos alakja: Ax = b.
Definicié

A linedris egyenletrendszer

@ megoldhatd, ha van megolddsa, azaz létezik olyan (xi,...,x,) vektor,
hogy Ax = b fennall;
hatdrozott, ha pontosan 1 megoldasa van;
hatdrozatlan, ha tobb megolddsa van;

@ ellentmondasos, ha nincs megoldasa.

Definicié
Egy matrix rangja alatt a métrix sorai (vagy oszlopai), mint vektorok &ltal
alkotott vektorrendszer rangjat értjiik. Jelolés: rang(A).

Tétel — rangkritérium
@ Egy linedris egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha
rang(A) = rang(Al|b).
@ Ha megoldhaté és rang(A) = n (ahol n az ismeretlenek szdma), akkor
hatdrozott, ha rang(A) < n, akkor hatarozatlan.
T )




Linedris egyenletrendszerek megolddshalmaza

Definicié

A linedris egyenletrendszer homogén, ha b = 0, azaz ekkor matrixos alakja
Ax = 0. Egyébként a linedris egyenletrendszer inhomogén.

Megjegyzés: egy homogén linedris egyenletrendszernek a nullvektor mindig
megoldasa.

Allitas — homogén linedris egyenletrendszer megoldasai

Egy homogén linearis egyenletrendszer 0sszes megoldasa alteret alkot
R"-ben, melynek dimenzidja n — rang(A). Ezt az alteret megolddstérnek
nevezziik.

Allitas — inhomogén linearis egyenletrendszer megoldasai
Ha Ax = b megoldhatd, akkor megoldashalmaza xp + H alakd, ahol
@ xp a linedris egyenletrendszer egy rogzitett megoldasa;

o H a megfelel6 homogén linedris egyenletrendszer (azaz Ax = 0)
megoldastere.
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Linedris egyenletrendszerek megoldasa
Két mddszer:

@ Gauss-eliminacid
@ Cramer-szabaly: csak akkor hasznalhaté, ha n = m és A regularis.

© Gauss-eliminacié: Az aldbbi ekvivalens atalakitasok nem valtoztatjak
meg a linedris egyenletrendszer megoldashalmazat:
Egyenlet szorzdsa A # 0-val. (Egyenlet ~~ kib&vitett matrix sorai.)
Egy egyenlethez hozzdadni egy masik egyenlet \-szorosat.
Egyenletek sorrendjének megvialtoztatasa.
Elhagyni olyan egyenletet, amely egy masik egyenlet \-szorosa.
Ismeretlenek felcserélése egyiitthatdikkal egyiitt, minden egyenletben.
(Alapmétrixban: oszlopcsere.)
Ezen 4dtalakitdsok segitségével az egyenletrendszer kibOvitett matrixat
(ahol a métrix sorai felelnek meg 1-1 egyenletnek) trapéz alakiira
hozzuk (f64tlé alatt csupa 0), ahonnan visszahelyettesitéssel adédnak
a megolddsok.
» Ha az eljarads kézben (0...0| # 0) sor adddik, akkor az egyenlet-
rendszer ellentmondasos.
> Ha az eljards végén n sor marad, akkor az egyenletrendszer hatarozott,
ha kevesebb, akkor hatdrozatlan.
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Linearis egyenletrendszerek megoldasa
Két mddszer:
© Gauss-eliminacié

@ Cramer-szabaly: csak akkor haszndlhaté, ha n = m és A regularis.

© Cramer-szabaly:

Tétel — Cramer-szabdly

Ha az Ax = b linedris egyenletrendszer alapmdtrixa négyzetes és regularis,
/ / / _ det(A,-)

akkor az egyenletrendszer hatdrozott, és egyetlen megoldasa x; = det(A)

(i €{1,...,n}), ahol az A; matrix dgy adddik A-bdl, hogy az i-edik

oszlopot kicseréljiik a szabad tagok oszlopvektorara:

aiy ... ayi-1 bi a1 ... aun

dnl ... @ani-1 bn api+l1 --- dnn
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Linedris transzformdcidk

Definicié

Legyen V vektortér R felett. ¢: V — V linedris transzformacid, ha
e additiv, azaz Vu,v € V: o(u+ v) = ¢(u) + ¢(v);
@ homogén, azaz Vv € V, A € R: ¢(Av) = Ap(v).

Megjegyzés: linearis transzformacidk esetén nullvektor képe nullvektor.
Példak:

o Forgatdsok, tilkrozések, A-nydjtasok.

o Vetitések, pl. R3 egy rogzitett sikjara merélegesen.

@ Identikus transzformacié: ¢(v) =v, Vv € V.

Tétel
Egy linearis transzformaciot egyértelmiien meghataroz egy bazison valé
hatdsa, azaz ha B = (b1, by, ..., by) bazisa V-nek, wi, wa, ..., w, pedig

tetszbleges vektorai a vektortérnek, akkor egyértelmiien létezik olyan ¢
linedris transzformacid, hogy ¢ (b;i) = w;.
Tovabbd ha v = A1by + Aoby + - - - 4+ Apbp, akkor ennek ¢ dltali hatasa:

o(v) =Awr + Xown + -+ - + A\pwy.

v
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Linedris transzformdcidok matrixa

Definicié

Legyen V egy n-dimenzids val6s vektortér, B = (by, by, ..., b,) bazisa
V-nek, tekintsiink tovabba egy ¢: V — V linearis transzformaciot.

Ekkor p-nek a B bazisra vonatkozé matrixa az az n X n-es matrix, amely-
nek i-edik oszlopaban ¢(b;)-nek a B bazisra vonatkozé koordinatai allnak.

Példa: Legyen o: R? = R?, (x,y) — ¢(x,y) = (2x — y, —12x + 3y).
© matrixa a természetes bazisban. ¢(e1) = ¢(1,0) = (2, —12),
v(e2) = ¢(0,1) = (—1,3), ezért ¢ méatrixa ebben a bazisban

2 -1
A*’_<—12 3)

¢ matrixa a by = (1,1), by = (0, —1) bazisban. Ekkor ¢(b1) = (1,—9) és
©(b2) = (1, —3). Ezeket a vektorokat a (b1, bp) bazisban kell felirnunk:

o(b1)=(1,-9)=1-b1+10-bo, @(b2)=(1,-3)=1-b1+4:bo.

Ezért a matrix: 11
[Aso](bl,bz) = ( 10 4 ) .
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Linedris transzformdacié matrixdnak alkalmazasa

Allftas

Egy linearis transzformacid kiilonboz6 bazisokra vonatkozé matrixainak
megegyezik a rangja és a determinansa.

Allftas
Ha ¢ métrixa a B bazisban A, akkor ¢ hatdsa egy v vektoron: p(v) = Av.

v

Példak: Forgatasok és tiikrozések matrixa R%-ben a természetes bazisban:

ot — < cosa  —sina ) refl, — ( cos(2a)  sin(2a) >

sina cosa sin(2a) — cos(2a)
fgy példdul a v = (g) vektort az origd koril 60°-kal pozitiv irdnyba
elforgatva:

cos60° —sin60° ) (2 [ L1 % 2\ [ 1-3V3
sin60°  cos60° 6) \ £ 1 6 ) \ v3+3 )
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Linearis transzformacié sajatértékei, sajatvektorai
Definicié
Legyen ¢: V — V linedris transzformdcié. Egy nem-nulla v € V vektort

¢ sajatvektordnak hivunk, ha 3\ € R: ¢(v) = Av. Ekkor A-t ¢ v-hez
tartozo sajatértékének mondjuk.

Példak: sajatvektorok forgatas, tiikrozés, A-nyljtds esetén.
Megjegyzések:
@ Ha v sajitvektora (p-nek, akkor a hozz3 tartozd sajatérték egyértelmi.

o Ha )\ sajatérték, akkor a hozza tartozd sajatvektorok halmaza altér:

Ly:={veV]p(v)=Av} altér V-ben: a A\-hoz tartozd sajitaltér.

Definicié és tétel

Egy ¢ linedris transzformacid karakterisztikus polinomjin a det(A — \E,)
n-edfokd polinomot értjiik, ahol n a tér dimenzidja, A pedig ¢ matrixa
tetszbleges bazisban. Ennek gyokei éppen ¢ sajatértékei.
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Példa sajatértékek, sajatvektorok meghatdrozasara

Hatdrozzuk meg az aldbbi ¢ sajatértékeit és sajatvektorait!

p: R? 5 R? (x,y) = o(x,y) = (2x — y, —12x + 3y)

: . . 2 -1 ‘
Mar lattuk, hogy ¢ matrixa a természetes bazisban ( 1 3 ) lgy

karakterisztikus polinomja
s 3 1) (6 )] 1)
=2-M0B=-N)—(-1)(-12) = X2 =5B5A -6 = (A+1)(A—6).

Ilgy a sajatértékek A\; = —1 és \p = 6. Példaul a Ay = 6-hoz tartozéd
sajatvektorok:

2x —y = bx —4x -y =0 X\ 1
{—12x+3y:6y :{—12x—3y:0 :><y>_t (—4>’teR'
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Euklideszi terek
Definicié
Legyen V egy vektortér R felett és tegyiik fel, hogy adott egy
(,): VxV =R
leképezés (azaz barmely v, w vektorokhoz hozza van rendelve egy (v, w)-
vel jeldlt valés szam), amelyre a kdvetkezd tulajdonsdgok teljesiilnek:
(a) els6 valtozdéban additiv: (u+ v, w) = (u, w) + (v, w);
(b) elsé valtozdban homogén: (Av, w) = (v, w);
(c) szimmetrikus: (w, v) = (v, w);
(d) pozitiv definit: Vv € V : (v,v) >0, és ({v,v) =0 < v =0).
Ekkor a (v, w) mennyiséget a v és w vektorok skaldris vagy bels6

szorzatdnak nevezziik.
A V vektorteret elldtva egy (, ): V x V — R skaldris szorzattal euklideszi

térnek mondjuk. Jele: E = (V,(,)).

@ (a)+(b) = a skalaris szorzat els6 valtozdjaban linedris
@ ...+(c) = a skaldris szorzat a mésodik véltozdjaban is linedris
Skaldris szorzat: pozitiv definit szimmetrikus bilinedris forma.
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Példak euklideszi terekre
(1) V=R2, |v|: a v vektor hossza

(v,w) = |v||w|cos Z = (,) skalaris szorzat R?-n
(2) V =RR", rogzitsiink egy bazist.
Legyen ebben v = (vi,vo,...,vp), w = (w1, wa, ..., wy).

(v,w) = viws + vowp + - -+ + vow, = skalaris szorzat R"-en

n =2 és a természetes bazis vélasztisa esetén visszakapjuk (1)-et.
(3) V = R3, rogzitsiink egy bazist.

Legyen ebben v = (vi, v, v3), w = (wi, wa, w3).

(v,w) = viwi+viwa+vows +2vown+3vaws = skaldris szorzat R3-on

= Egy vektortéren tobb skalaris szorzatot is meg tudunk adni.
Definicié
A (2) példaban szerepld skalaris szorzatot R" kanonikus vagy természetes
skalaris szorzatanak hivjuk.
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Vektorok normaja euklideszi terekben
Definicié
Legyen E = (V, (, )) euklideszi tér. Egy v € V vektor normdja vagy

hossza
vl == v/{v, v).

Megj.: a gyokvonas elvégezhetd a bels6 szorzat pozitiv definitsége miatt.

Példa: R2-ben a kanonikus belsd szorzat esetén: ||v| = /vZ + v3 = |v|.

Tétel — a norma tulajdonségai

Legyen E = (V, (, )) euklideszi tér, || - || a belsé szorzatbdl szarmazéd
norma. Erre igazak a kovetkezok:

e Vv e V: |lv|| >0, tovdabb3
@ || - || abszoldt homogén: Vv € V és A € R: ||[Av| = |A||lv];

v|=0<« v=0;

o teljesiti a haromszog-egyenldtlenséget: Vv, w € V:
v+ wl| <|v] + [[w]. Itt egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha v
és w egymasnak nemnegativ skaldrszorosa.

v
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Tétel — a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlotlenség
Az E = (V,(, )) euklideszi tér tetszéleges v, w vektoraira
[(v, w)| < v - [[wl].

Egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha v = Aw, A € R.

Példa: R2-ben a kanonikus belsd szorzatot tekintve:

[viwg + vawp| < \/V12 +v2- \/W12 + w3

Definicio
Legyen v és w az E euklideszi tér 2 nem-nulla vektora. Ekkor a v és w
altal bezart szog

(v, w)

vl - fwll
Ha v vagy w nullvektor, akkor a bezart szogiik def. szerint arccos0 =

arccos

N

Megj.: a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlétlenség miatt
1< ewm

vl vl T
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Ortogondlis vektorrendszerek

Definicié
@ Azt mondjuk, hogy v és w merdlegesek vagy ortogonalisak, ha
(v,w) =0. Jeldlés: vLw.

e Azt mondjuk, hogy v € V egységvektor, ha |v|| = 1.

Megj.: Yv € V, v # 0 esetén ”—ZH egységvektor.

Allitas
Legyen e egységvektor. Ekkor (v, e) a v vektor e-re esé merdleges
vetiiletének a hossza, (v, e)e pedig v-nek az e-re esé merdleges vetlilete.

v

Definicié

Egy vi, v, ..., v, vektorrendszert ortogondlisnak neveziink, ha elemei
paronként ortogonalisak, azaz (v;,v;) =0, ha i # j. A vektorrendszer
ortonormalt, ha elemei paronként meréleges egységvektorok.

v
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A grafelmélet alapjai
A konigsbergi hidak problémdja — Leonard Euler, 1736

Be lehet-e jarni a konigsbergi Pregel folydban 1évs két szigetet a partokkal
és egymassal 0sszekotd 7 hidat tgy, hogy mindegyikre csak egyszer Iéplink
ra és visszatériink a kiinduldsi pontra?

KaNiNGSHERGA
’

Képek forrasa: Wikipedia.
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Iranyitott grafok

Definicié

Legyenek E és C # () diszjunkt halmazok, és legyen p: E — C x C
leképezés. Ekkor a G = (E, ¢, C) harmast irdnyitott grafnak nevezziik.
E-t a graf éleinek, C-t a graf csiicsainak hivjuk. A G = (E, ¢, C) graf
véges, ha E és C véges szamossagi halmazok.

Példa: Legyen a G = (E, ¢, C) graf esetén E = {e1, &2, €3, €4, 65},
C = {c1, &, 3}, tovdbba ¢ az élekhez rendelje az alabbi csicsparokat:

p(er) =(c1,2) p(e2) = (c3,c1) p(e3) = (c3,2)
p(ea) = (c2,¢3) w(es) = (c3,¢3)

Definicid

A fenti grafban es hurokél, e3 és es pedig parhuzamos élek, de nem
szigorian parhuzamos élek.
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Iranyitatlan grafok

Definicié

Legyenek E és C # () diszjunkt halmazok, és jeldlje C x C a C-beli elemek-
bol allé rendezetlen parok halmazat. Legyen tovabba ¢: E — C % C egy
leképezés. Ekkor a G = (E, ¢, C) hdrmast (iranyitatlan) grafnak nevezziik.

Megj.: Irdanyitatlan grafban nincs kiilonbség a parhuzamos és szigorian
parhuzamos élek kozott ~~ tobbszoros élek. Egy grafot egyszer(i grafnak
neveziink, ha sem parhuzamos éleket, sem hurokéleket nem tartalmaz.
Definicié

A G = (E,p, C) graf c € C csiicsanak a fokan a csticsra illeszked6 élek
szamat értjiik. (A hurokéleket kétszer szamoljuk.) Jele: d(c).

Tétel — kézfogasi tétel
Egy G = (E, ¢, C) véges graf esetén a csticsok fokszamainak Osszege
egyenl6 az élek szamanak kétszeresével.

Kovetkezmény

Egy véges graf paratlan fokszdmu csticsainak a szdma pdros.

V.
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Euler-vonal, Euler-graf

Definicié

Egy G = (E, ¢, C) graf e1, e, ..., e, Osszefliggd élsorozatat Euler-vonal-
nak nevezziik, ha G minden élét pontosan egyszer tartalmazza. Ha rdada-
sul a kiindulé és a befejezd csiics megegyezik, akkor Euler-korrdl beszéliink.

v

Definicié
Egy G graf Euler-graf, ha van benne Euler-kor.

Tétel
Egy G graf pontosan akkor Euler-graf, ha osszefiiggd és minden csticsanak

foka péros.
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